
2 グラフの定義と応用

2.1 グラフの定義

グラフ グラフとは頂点 (vertex)と辺 (edge)からなる図形である．また頂点の集
合 V を V = {v1, v2, · · · , vn} 辺の集合 E を E = {e1, e2, · · · , em} と表したりする．
また、辺 e の両端の頂点が v1 と v2 の時、e = v1v2 または (v1v2) などであらわ
す．頂点集合 V と 辺集合 E を持つグラフを G = (V, E) と書く．

図 7 はいくつかのグラフの例である．

練習 ノートにいくつかグラフを描いてみよう．また、図 7 の様に特徴を持ったグ
ラフをいくつか作れ．

図 7: グラフ・グラフ・グラフ

2.2 グラフと電線

グラフは色々なものに応用が利きます．たとえば、電柱と電線を考えてみよう．
電柱を頂点、電線を辺とすればグラフができる．(この場合、電柱を辺、電線を頂
点とするような人はあまり居ないでしょう．でも、こう考えると便利な時もあり
ます．)

下のように 6本の電柱が直線上に並んで立っているときを考えよう．電線は何
本ありますか？
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v1 v2 v3 v4 v5 v6

e1 e2 e3 e4 e5

では、つぎのように n 本の電柱が立っているとき電線は何本あるでしょうか？

v1 v2 v3 vn

わからない時は、nが 1, 2, · · ·, n というふうに考えていけばわかりますね．

電柱 1 2 3 4 5 · · · n

電線

では、ちょっと複雑になって図 8 の場合にはどうなりますか？電柱 (頂点)と電
線 (辺)の数を数えてください．

図 8: ちょっと複雑な電線

自分で上のようないくつか電線と電柱の例を書いて電柱 (頂点)と電線 (辺)の数
を数えてください．何か関係が見つかりませんか？

電柱 1 2 3 4 5 · · · n

電線

問 電線の数と電柱の数の関係を求めて、なぜそうなるかを説明しなさい．また、
その説明を友達などに見せてその説明を理解してくれるか確めてみなさい．理解
できなければ、もっと良い説明になるようにしなさい．
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2.3 輪のある電線

では、次の図のように輪のような電柱と電線があった場合はどうなるでしょうか？

v1

v2

v3v4

v5

上のように 5 本の電柱があった場合には電線は何本ありますか？また、電柱が
n 本あった場合に電線は何本あるでしょうか？次の空欄を埋めてください．

電柱 2 3 4 5 · · · n

電線

図 9: たくさんの電線

さらに、図 9 のように電柱と電線がありました．電柱と電線の関係はどうなる
でしょうか？(A) と (B) のそれぞれの場合に電線と電柱の数を数えて上の場合に
当てはまるかどうか調べなさい．

気がついた人がいるかもしれませんが、電柱と電線の関係は他に何か条件がな
いと求めることはできません．

レポート 1 どのような条件か考えましょう．

レポート 2 山形県または好きな県の国道からなるグラフを描け．国道を辺とみな
して、いくつかの国道が交わっている点を頂点と考えよ．
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2.4 向きの付いたグラフ

5つのチーム a, b, c, d, eでリーグ戦（総当り戦）をした．その結果つぎの表の
ようになった．

a b c d e

a © © × ©
b × © © ©
c × × © ©
d © × × ©
e × × × ×

これをグラフを使って表してみよう．矢印が出ているチームが勝ちで入ってく
るチームが負けとしておくとわかりやすいですね．

�

�

� �

�

図 10: 向きの付いたグラフ

この様に辺に向きをつけて考えることもあります．

レポート 3 このような例のように向きのついたグラフで考えると良いものの例を
考えよ．

2.5 貨車の入れ換え

–本間龍雄グラフ理論入門 講談社ブルーバックスより

貨車を入れ換えるのにターン・テーブル 図 11 と言うものがある．テーブルに
は貨車が 2台のる．テーブルを 180度回転させるとこの 2台の貨車の順番を入れ
換える事ができる．いま、貨車が A, B, C, D (図 12) あったとする．ここで、D

には火薬をつんでいるので気動車のすぐあとには置けないとしよう．ADBC の順
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図 11: ターン・テーブル

図 12: 機関車と貨車

番に並んでいる列車を CBDA にする事はできるか？また、どのような手順が一
番効率が良いか？

社会生活においては、効率も問題となる．10回でできるものを 100回
もしないといけないような答えだと学校では正解でも、社会では不正
解となってしまう．

このような問題も，グラフ理論で解けるわけですね．

頂点の集合を貸車の並び方で考える. {A, B, C, D} の並べ方で D は先頭に置く
ことができないので

V = {(ABCD), (ABDC), (ACBD), (ACDB), (ADBC), (ADCB),

(BACD), (BADC), (BCAD), (BCDA), (BDAC), (BDCA),

(CABD), (CADB), (CBAD), (CBDA), (CDAB), (CDBA)}

となる1.

一回ターンテーブルを使うことで移りあうことのできる頂点を辺で結ぶ. たと
えば ABCD に対して AB をターンテーブルにのせて回転させると BACDにな
る. このとき ABCD と BACD を辺で結ぶ

1規則正しく A, B, C, D が並んでいる事に注意
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ABCD BACD

このようにグラフを描いていくと図 13のようになる. このグラフを作成する事
により、貨車の任意の入れ替えを自由に効率よくできることとなる．

図 13: 貨車の入れ換えのグラフ
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2.6 入試問題のグラフ理論

次の入試問題は 1998年の東京大学の後期の数学の入試問題から取ってきたもの
である．

レポート 4 この入試問題を解け．
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Note.
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